PRESENTACION

Este documento titulado Introduccion a la Probabilidad, elaborado por la Mtra. Ma. Guada-
lupe Garcia Salazar y por la Dra. Lucia A. Ruiz Galindo, es un reporte de investigacion del
proyecto Andlisis de Series de Tiempo, cuyo actualizacion fue aprobada por ¢l Consejo
Divisional de Ciencias y Humanidades, en su sesién 246 celebrada el 30 de Enero del 2007.

En el proyecto previamente mencionado se hace una presentacién sucinta de los elemen-
tos bésicos de la Probabilidad. En sus inicios existicron diferentes escuelas o enfoques de
la misma: subjetivo, clésico y frecuentista. todos proponian diferentes manera de clacular
la probabilidad de un suceso, sin embargo esas medidas tenian serios inconvenientes. El
enfoque aximético, aunque no proporciona una forma de calcular la probabilidad, si ofrece
una definicién consistente a partir de la cual se desarrollé la Teoria de la Probabilidad.

El trabajo inicia con los conceptos de experimento o fendmeno aleatorio. le sigue los
correspondientes a los espacios muestrales y eventos, se continua con el de sigma dlgebra a
partir del cudl se presenta la definicién formal de la probabilidad axiomética y se propor-
cionan sus propiedades, se finaliza con el resumen y la formalizacién de todos los conceptos
mediante el denominado espacio de probabilidad. Es importante sefialar que este trabajo
reviste importancia no sélo porque reune los elemenots bdsicos del estudio formal de la
Probabilidad. si no también porque a los largo del mismo, se presentan ejemplos variados
que pretenden aclarar los conceptos expuestos.
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1. Introduccidon

Los fendémenos que se presentan cotidianamente se pueden clasificar en deterministicos y no
deterministicos o aleatorios. Los primeros se caracterizan porque se sabe con seguridad lo
que va a suceder, mientras que en los fendmenos o experimentos aleatorios no se tiene esa
certeza, razon por la que es necesario una medida que proporcione el grado de certidumbre
de cada uno de sus resultados, esa medida es la que se conoce como medida de probabilidad
o simplemente, probabilidad. De esta forma, la Probabilidad es el marco adecuado para

estudiar los fenémenos o experimentos aleatorios.

2. Experimentos aleatorios

Experimentos aleatorios y deterministas

Un fenomeno o experimento aleatorio &, es el que satisface las siguientes
caracteristicas:
i) se conocen todos sus resultados,
ii) cuando se lleva a cabo no se sabe con certeza el resultado que se va
a obtener y
iii) puede ser repetido bajo idénticas condiciones.

Un experimento no aleatorio se denomina fenomeno o experimento deter-
manista v por ello, cuando se realiza bajo las mismas condiciones se sabe
con certeza su resultado.

Un ensayo es una realizacién de un experimento aleatorio.

De acuerdo a lo anterior, el experimento es aleatorio si para un ensayo particular su resultado
no es previsible con certidumbre, mientras que en un fenémeno determinista en cualquier
ensayo hay certeza del resultado que se obtendra y si se realiza bajo las mismas condiciones

se obtiene siempre el mismo resultado.

Ejemplo 2.1. El experimento £ que consiste en lanzar una moneda honesta, no cargada,

es aleatorio, ya que

i) se saben los resultados que se pueden obtener: dguila o sol,



ii) en cada lanzamiento o ensayo, no se conoce con seguridad cudl de las dos caras va a

salir y
iii) puede considerarse que los lanzamientos se realizan bajo idénticas condiciones.

Ejemplo 2.2. El experimento de medir la velocidad a la que debe viajar Fulanito para
recorrer 270 kms. en 1 hora 30 minutos, es un experimento determinista, puesto que la
velocidad (v) es igual a la distancia (d) entre el tiempo (t), v = £, de forma que se sabe con
certeza que la velocidad a la que debe manejar Fulanito es de 3 kms. por minuto o bien,

180 kms. por hora, si quiere llegar a su destino en 90 minutos.

Si Zutanito también desea hacer el recorrido en el mismo tiempo, la velocidad a la que
viajara sera la misma que la de Fulanito, puesto que las condiciones bajo las cuales se
realiza ambos ensayos son las mismas, recorrer 270 kms en 1 hora 30 minutos. Cualquier
individuo que quiera hacer ese recorrido en el tiempo propuesto, debe viajar a la velocidad
obtenida.

Ejemplo 2.3. ;Cuadles de los siguientes experimentos son aleatorios?

&1 Lanzar un dado no cargado y anotar el nimero que se muestra.
&y Contar las paginas de un libro de 87 hojas.
&3: Medir el tiempo de vida de un foco.

&4: Seleccionar un hombre de un equipo de basketball varonil.

Los experimentos & y & son aleatorios. En el de lanzar el dado se sabe qué resultados se
deben obtener: 1, 2, 3, 4, 5 0 6, pero al lanzarlo no se conoce el niimero que se va a mostrar,
ain cuando sea lanzado en las mismas condiciones. Por su parte, en el experimento de
medir el tiempo de vida de un foco, puede ser que cuando se encienda por primera vez
ya no funcione o que dure unos segundos, minutos, horas, dias, etc., es decir, se saben los
posibles resultados pero para un foco particular no se conoce con seguridad su tiempo de
vida aun cuando se coloque en el mismo lugar.

En el experimento & que consiste en contar el nimero de paginas de un libro de 87 hojas,
se sabe con certeza que el resultado es 174 paginas, hecho que lo hace ser no aleatorio, es un
experimento determinista. De igual forma, en el &, al seleccionar una persona del equipo



de basketball varonil con toda certeza se va a elegir a un varén, por lo que el experimento
tampoco es aleatorio.

Ejemplo 2.4. Los ejemplos clasicos de fenomenos o experimentos aleatorios son los juegos
de azar, el pokar, los volados, la ruleta, etc. Por ejemplo, en una mano de pokar, las cartas
se distribuyen a los jugadores de manera aleatoria, ninguno sabe el juego que le va a tocar.
Al lanzar una moneda honesta (no cargada), no se conoce si al caer se va a mostrar dguila

o sol.

Ejemplo 2.5. Otros ejemplos de experimentos aleatorios son los resultados de los partidos
de football, basketball, tenis o las competencias de natacién, equitacion, las carreras, los
maratones, etc. En cada uno de esos fenémenos no se sabe cudl va a ser el marcador o quién

va a resultar ganador.

Ejemplo 2.6. Dentro de los experimentos aleatorios también se encuentra la dinamica o
comportamiento futuro de las variables econémicas, demograficas, financieras, entre otras.
La inflacién mensual, las tasas de interés trimestral, el PIB anual, son ejemplos de variables
que no se sabe con certeza el valor que van a tener para el siguiente dia, semana, mes,

trimestre o ano.

3. Ejercicios
Ejercicio 3.1. ;Cual de los siguientes experimentos son aleatorios? Explica tu respuesta.

a) El tiempo transcurrido entre dos llamadas telefénicas.

b) El comportamiento de la Bolsa Méxicana de Valores.

c) Obtener el producto de dos matrices.

d) La ocurrencia de un accidente automovilistico en San Pablo y Montevideo.
e) Contar el nimero de personas que hace uso de un cajero automaético.

f) Apostar en el melate.

g) Contar el nimero de jugadores que participan en un partido de futbol.



h) Elegir al rector general de la UAM.

i) Medir el tiempo que se demora una persona en la caja del supermercado.
j) Jugar a la loteria.

k) Calcular la raiz cuadrada de 144.

1) El resultado de la prueba del alcoholimetro.

Ejercicio 3.2. Proporcione ejemplos de experimentos aleatorios y otros tantos de deter-

ministas.

Ejercicio 3.3. ;La puesta del sol puede ser considerada un experimento aleatorio? Justi-
fique su respuesta

Ejercicio 3.4. Considera el experimento de seleccionar una ficha de un dominé de 28, ;es
aleatorio? Si su respuesta es afirmativa, describa cudles son todos los posibles resultados.

Ejercicio 3.5. Si un experimento tiene un tunico resultado ;es aleatorio? Justifique am-
pliamente su respuesta y proporcione un ejemplo.

4. Espacio muestral y eventos

Espacios muestrales y eventos

Dado el experimento aleatorio £ . El espacio muestral omega, €2, de &, es
el conjunto de todos los posibles resultados de £.

Q) es un espacio muestral discreto si es un conjunto contable, es decir, si es
un conjunto finito o infinito contable.

) es un espacio muestral continuo si no es contable.
Un evento es cualquier subconjunto de €.

Un evento elemental es un evento constituido por un solo elemento de §2.

Observe que



- La unién de todos los eventos elementales es {2 y su interseccién es el conjunto vacio,

0.1
- Como todo evento es un subconjunto del espacio muestral €2,

a) A C Q significa que A es un evento del espacio muestral (.
b) @y Q son eventos, puesto que son subconjuntos de Q: ) C Q y Q C Q.

Al 0 se le suele llamar el evento imposible y a € el evento sequro, siempre y
cuando el espacio muestral sea discreto.

c¢) Cualquier operacién entre eventos es un evento.?
Si A y B son eventos del espacio muestral 2, AU B, AN By A¢ también son
eventos de €2, puestoque AUBCQ, ANBCQy A°C Q.

Ejemplo 4.1. En el experimento del ejemplo 2.1 que consiste en lanzar una moneda ho-
nesta, el espacio muestral es

Q= {a,s},

donde a denota que la cara mostrada al lanzar la moneda es aguila y s que es sol. Como
los elementos de €2 se pueden contar, € es un espacio discreto. {a} y {s} son eventos de 2
{a} CQ, {s} C Q, y son elementales, su unién es ) y su interseccién es el ().

Ejemplo 4.2. En el experimento & del ejemplo 2.3, el espacio muestral del lanzamiento
del dado es

Q={1,2,3,4,5,6}

y es discreto ya que sus elementos se pueden contar. El evento A constituido por los niimeros
pares es A = {2,4,6}, el B integrado por los nimeros menores que 3 es B = {1,2}, el C;
formado por el nimero i, (i = 1,2,...,6) es C; = {i |i = 1,2,...,6} o bien, C} = {1},
Cy =12}, ..., Cs = {6}, y el D, el de los nimeros primos es D = {2,3,5}. De todos esos

L El lector interesado podré consultar el Anexo en el que se presentan algunos elementos bésicos de la
Teoria de Conjuntos.
2 En las siguientes operaciones solo se consideran dos eventos, pero ellas se pueden realizar con més.



eventos sélo los C;“s son elementales, su unién es todo €2 y su interseccién es el conjunto
vacio, es decir,
6 _ 6 _

Ademads, como A = {1,3,5}, AUD = {2,3,4,5,6}, AN B = {2} son subconjuntos de
(), entonces también son eventos. Por otro lado, el conjunto F formado por los nimeros
mayores que 6, también es un evento de €2 (;Por qué?), pero F' = {7} no lo es (;Por qué?).

Ejemplo 4.3. En el ejemplo 2.3 se considerd el experimento aleatorio £ que consiste en
medir el tiempo de vida de un foco, el conjunto de todos sus resultados posibles se puede
formular como [0, T'], donde T" es un nimero real (I" € R), que denota el tiempo maximo que
puede durar un foco y puede estar medido en segundos, minutos, horas, semanas, meses,

etc. De esta manera,

Q=0,7]

es un espacio muestral continuo dado que sus elementos no se pueden contar. Los intervalos
A =[1000,9999) y B = (0, 1) son eventos de €2, pero (—1,10] no lo es (;Por qué?).

Ejemplo 4.4. En el casino de la feria de San Marcos del merito Aguascalientes, a los
jovenes les gusta jugar en la ruleta. Considere el experimento aleatorio & que consiste en
girar la ruleta y observar el tiempo en segundos, que tarda en detenerse. Como la ruleta no
puede girar indefinidamente, el espacio muestral de £ se puede formular como

Q=(0,T1],

donde T" € R es el tiempo maximo que de acuerdo a la experiencia del operador, la ruleta
tarda en detenerse ({2 es un espacio muestral discreto o continuo?).

Sean los eventos

A: el tiempo en detenerse sea mayor a 15 segundos,
B: el tiempo en detenerse sea menor que 30 segundos,
C' el tiempo en detenerse sea de al menos 45 segundos y

D: el tiempo en detenerse sea de 10 a 20 segundos



o alternativamente, A = (15,7, B = (0,30), C' = [45,T] y D = [10, 20]. Los conjuntos
ANB = (15,30), B°=[30,T], AUB =Q,

(BUC)®=1[30,45), AnD = (15,20}, AUCUD =[10,T],
ANBND=(1520] vy (AUCUD)®=(0,10),
son eventos de €2, ya que todos ellos son subconjuntos de ese espacio muestral.
Ejemplo 4.5. Considera que la ruleta del ejemplo anterior tiene los nimeros del 0 al 36 y
que interesa el experimento aleatorio £ que consiste en contar el nimero de intentos que

se llevan a cabo para obtener un nimero par. El espacio muestral de este experimento es
Q={1,2,3,...} y es discreto. Los eventos

A: obtener un nimero par después del sexto intento,
B: obtener un ntimero par en el décimo intento y

C': obtener un nimero par a lo mas en el sexto intento

pueden expresarse de manera respectiva como

A=1{7,89,..}), B={10}y C=1{1,23,4,5,6}.
Los conjuntos ANB = {10}, AUB=A,C°= A, AUC =Q, ANnC = (), también son

eventos de ().

5. Ejercicios

Ejercicio 5.1. En el experimento aleatorio de lanzar una moneda honesta dos veces, in-
teresa la sucesion de caras que se muestran. Describa el espacio muestral y los eventos caras
iguales, caras diferentes, dos aguilas, al menos un sol, tres caras iguales. ; El espacio muestral
es discreto o continuo? ;Cudles de los eventos descritos son elementales? Muestre un evento
cuyo complemento sea obtener caras iguales, dos eventos cuya union sea el espacio muestral
y que se intersecten, y tres eventos cuya interseccion no sea el vacio. ;Cémo cambian todas

tus respuestas si en lugar de lanzar una moneda dos veces, se lanzan dos monedas una vez?



Ejercicio 5.2. Formule el espacio muestral del experimento aleatorio que consiste en lanzar
una moneda hasta que la cara mostrada sea aguila. ; Es discreto? ; Cuantos elementos tiene?

Ejercicio 5.3. Considere el experimento de contar el nimero de llamadas teléfénicas que
recibe Susanito en su celular ;es aleatorio?, en caso afirmativo describa el espacio muestral
y proporcione ejemplos de eventos elementales y no elementales.

Ejercicio 5.4. ;Cual es el espacio muestral del experimento aleatorio de lanzar dos dados
iguales? Describa los eventos

: caras diferentes,
. caras iguales,
: una cara par y otra impar,

: caras con numeros primos y

mD O Q T o=

: caras con numeros mayores que 7.

/Cuédles son elementales? ;Quién es A, AU B, (AU B)¢y C N D? ;Cémo cambian sus
respuestas si los dados son diferentes?

Ejercicio 5.5. Una urna contiene 5 bolas de diferente color: amarilla, blanca, azul, verde y
anaranjada. Describe el espacio muestral del experimento aleatorio que consiste en seleccio-
nar una bola y contar el nimero de letras de su color. ;Cuales son los eventos elementales?
,Cudl es su union, su interseccién y el complemento de cada uno? Muestra todos los eventos
de dos elementos. ;Cudles son los eventos de cuatro elementos? ;Y los de tres?

Ejercicio 5.6. Describa el espacio muestral del experimento de medir la estatura de los
ninos que ingresan a la primaria. ;Es discreto o continuo? ;Por qué?

Ejercicio 5.7. Un experimento consiste en seleccionar aleatoriamente un punto del circulo
unitario, describa el espacio muestral e indique si es continuo o discreto.

Ejercicio 5.8. Considere un espacio muestral con cinco elementos. Describa el conjunto
constituido por todos los eventos de ese espacio muestral, ;cuantos son sus elementos?



6. o-algebra

o-algebra

Sea £ un experimento aleatorio y €2 su espacio muestral. Una coleccién
F de eventos de €2 es una o-dlgebra (sigma élgebra) de €, si satisface las
siguientes condiciones

i) Qe F,
i) SiAeF, A°e F,
iii) Si {Ay, A, ..., Ay, ...} CF escontable, UX,A; € F.

La primera condicion establece que el espacio muestral es un elemento de la o-algebra
F, la segunda plantea que F es cerrada bajo complementos, es decir, que si se elige un
elemento de F su complemento también es un elemento de F y la tercera, que es cerrada
bajo uniones contables, esto es, si se toma un nimero contable de elementos de F, su unién
también estd en F. Es importante notar que los elementos de una o-algebra son eventos,

que las dos primeras condiciones implican que () € F y la tercera, que N2, A; € F.

Ejemplo 6.1. Considere el £ de lanzar una moneda y su espacio muestral 2 = {a, s}, el

conjunto

Fi= {Qawa {a}> {S}}

es una o-algebra de 2, puesto que 2 € Fi, si se elige cualquier elemento de Fi, su com-
plemento esta en F; y si se selecciona un nimero arbitrario de elementos de Fi, su unién
estd en Fi. De igual manera, el conjunto

f2 = {Q> (b}
también es una o-algebra de €2. Sin embargo,
Fs={20,{a}}
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no lo es, ya que {a}® = {s} & F3, esto es, F3 no es cerrado bajo complemento.

Ejemplo 6.2. Suponga un experimento aleatorio £ con sélo tres resultados y su espacio
muestral {2 = {a, b, c}, el conjunto

Fi=A{2,0,{a}, {0} {c}}

no es una o-algebra de €2, ya que el complemento de los eventos elementales de €2 no esta en
fla €s decir, {a}c = {b> C} ¢ fh {b}c = {aab} ¢ fl y {C}C = {aab} ¢ fla pero f2 = {Q,(D}
sf es una o-dlgebra de 2, al igual que F3 = {Q,0,{a}, {b,c}} (;Por qué?)

Conjunto potencia

Dado un espacio muestral Q, F = {Q,0} es denominada la o-dlgebra
trivial y el conjunto formado por todos los subconjuntos de €2 también es
una o-algebra que se conoce como conjunto potencia.

Ejemplo 6.3. Observe que la o-algebra

Fi1=19,0,{a}, {s}}
del ejemplo 6.1, es el conjunto potencia del espacio muestral Q = {a, s}.

Ejemplo 6.4. Sea 2 = {a, b, ¢, d} el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.
F={Q,0,{a,b,c},{d}}

es una o-algebra y no es la trivial ni el conjunto potencia. ;Cudl es el conjunto potencia de
Q7

11



7. Probabilidad axiomatica y propiedades

Definicién
Sea F una o-algebra del espacio muestral ). La probabilidad P, es una

funcion

P:F—|0,1]
que satisface los axiomas
Al. P(Q) =1.
A2. P(A) >0, para todo A € F.

A3. Si {Ay, Ay, ... A, ...} es un conjunto contable tal que A; € F,
i=1,....n,...y AiNA;=0paratodai+#j,i,7=1...,n,...
entonces

P(AJUAU.. A, ..) = P(UZA) ZP

La definicién anterior se conoce como la definicion axiomdtica de probabilidad, en ella, a
diferencia de los otros enfoques de probabilidad, no se plantea como determinar la pro-
babilidad, establece que si se propone una forma de calcularla debe ser una funciéon cuyo
dominio es una o-dlgebra del espacio muestral, su rango el intervalo [0, 1] y ademds, debe
satisfacer los axiomas de probabilidad A1, A2 y A3.

El primer axioma plantea que la probabilidad del espacio muestral es uno, el segundo
dice que la probabilidad de cualquier evento es no negativa (positiva o cero) y el tercero,
que la probabilidad de la unién contable de eventos mutuamente excluyentes (disjuntos) de

Q) es igual a las suma de las probabilidades de esos eventos.

Ejemplo 7.1. Sean Q = {a,b} y F ={Q,0,{a}, {b}} una o-édlgebra de Q. La funcién

P(Q) =1, P(0) =0, P({a}) = g y P({b}) = =

satisface los axiomas A1-A3 y por ello P es una probabilidad, pero P definida como

12



3 1
P(Q) =1, P(0) =0, P({a}) =, P({b}) =7 v P({a}) =0
1no lo es, atin cuando P satisface los axiomas A1-A3 (;Por qué?).

Ejemplo 7.2. Considere el experimento aleatorio de seleccionar una bola de una urna que
contiene tres de diferente color: verde (v), blanca (b) y roja (r), su espacio muestral es
Q = {v,b,r}, si se selecciona como o-algebra el conjunto potencia de €2, es decir,

F = {920, {0}, {b}, {r}. 0,0}, {o,r}, {0, 1},

la funcion

PQ)=1, P(0) =0, P({v}) = % y P{b}) = %

no es una probabilidad (;Por qué?). Sin embargo,

PQ) =1, P(0) =0, P({v}) = P({b}) = P({r}) = % y

P({v,b}) = P({v,r}) = P({b,7}) = %

si lo es.

Propiedades

Sea F una o-algebra del espacio muestral 2 y P una funcién de proba-
bilidad que satisface loa axiomas A1-A3,

P1. P(0)=0.

P2. Si Ae F, P(A°) =1 — P(A).

P3. SiA,Be Fy AC B, P(A) < P(B).

P4. Si A,Be F, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Ejemplo 7.3. El espacio muestral de lanzar un dado dos veces es

Q:{(i,j)|'é:1,-..,6, j:]‘?"'?G}?

donde 7 representa el niimero observado en el primer lanzamiento y 7 el del segundo, defina
la probabilidad de cualquier evento A € F como

elementos de A

P(A) =
(4) elementos de '

donde F es el conjunto potencia de €2. Considere los eventos
A: caras nimeros iguales y B: caras con nimeros pares

o equivalentemente,

A ={11,22,33,44,55,66} vy B = {22,24,26,42, 44, 46, 62, 64, 66}

6 30
o PA) =1 P(A) =

6 9 3 12
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)= —+ —= — — = —
(AUB) = P(A) + P(B) = PIANB) = o + oo — o0 = oo,

P(A) =

ya que A, B no son disjuntos, AN B = {22,44,66}. Ahora considere que el evento C' esta
constituido por caras con numeros diferentes,

6 30
P(AUC):P(A)—FP(C):%‘F%:L

puesto que AN C = (. Observe que AUC = Q y que C° = A, por tanto

P(AUC)=P(Q) =1

Ejemplo 7.4.

14



Espacio de Probabilidad

Un espacio de probabilidad es un arreglo constituido por un espacio mues-
tral, €2, una o-dlgebra, F, y una funcién de pro-babilidad, P, definida
sobre F, esto es, (0, F, P)

Ejemplo 7.5. Considere un experimento aleatorio cuyo espacio muestral es €, la o-algebra
trivial (F = {Q,0}) y la probabilidad definida como

PQ)=1y P =0,

(Q, F, P) es un espacio de probabilidad.

Ejemplo 7.6. El espacio muestral del experimento aleatorio que consiste en lanzar una
moneda dos veces es

Q = {aa,as, sa, ss},

si la o-algebra es

F={Q,0,{aa}, {as, sa,ss}}
y la probabilidad se define como

P(Q)=1, P(0) =0, P({aa}) = i y P({sa,as,ss}) = Z,

entonces ({2, F, P) es un espacio de probabilidad.

8. Ejercicios
Ejercicio 8.1. Considere el experimento del ejemplo 7.3, muestre que la probabilidad
definida es una funcién que satisface los axiomas de probabilidad.

Ejercicio 8.2. Describa el conjunto potencia asociado al espacio muestral del ejemplo 7.6,
defina una medida de probabilidad y formule el espacio de probabilidad correspondiente.

Ejercicio 8.3. Formule el espacio de probabilidad del ejemplo 7.3.
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