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Resumen

El presente reporte esta enmarcado en nuestros intereses acerca de los
llamados fendmenos cadtico-deterministas, en el sentido de que algunas
probleméticas sociales se presentan como un caos en el sentido griego del
término, pero que en realidad lo que ocurre es un desconocimiento de sus
variaciones caotico-deterministas. Para ello se toma en consideracion que la
trayectoria o diacronia de la vida social esta enmarcada en un contexto de
pautas o patrones no lineales, en primer término, y en segundo que su
tendencia a la estabilidad so6lo es asintGtica. En este caso Unicamente se
presentan las cuestiones teoréticas que pueden llevar a analizar
posteriormente los fendbmenos sociales.
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[. Introduccion

El determinismo nos refiere a que las multiples acciones ejecutadas en la vida
por cada uno de nosotros, necesariamente, conducen a un fin establecido en el
que los medios logran sus fines y donde, todo esta escrito. Una argumentacion
al respecto dicta que nuestro condicionamiento racional probabilistico objetivo,
es suficiente para la determinacién de que, con una probabilidad igual a uno, el
fendbmeno en estudio ocurrira.

Es decir, que existe un proceso que permite que obtengamos certeza
sobre el devenir de los fendmenos en estudio. Esto es cuestionable cada vez
gue consideramos que todo proceso en la vida mantiene una estrecha relacién
con la plausibilidad de no ser predicho o retrodicho en estos términos. Sin
embargo, esto no excluye la necesidad de utopia, que genera las
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condicionantes necesarias para que los individuos actien en su entorno con
una conviccién o una confianza sobre los resultados que pudiese esperar.

Esta necesidad de utopia genera la confianza que conduce a especular
o predecir el futuro. Lo cual, esta condicionado, segun nuestras propuestas
cientificas con el pasado y el presente, sin embargo, el parcial conocimiento del
pasado y presente y aun si fuese posible el conocimiento perfecto del pasado y
el presente no nos permite obtener un substancial conocimiento del futuro.

Surge lo inesperado a partir de la constitucion de los propios sistemas,
aunado a que el futuro es una esperanza, puesto que se requeriria estimar la
proporcién de entropia generada entre el paso del sistema de un espacio-
tiempo determinado a otro: del presente y pasado, a otro espacio-tiempo futuro.

Es por ello, que con la presente investigacion se busca dar un panorama
a las condiciones de estabilidad e inestabilidad de los sistemas que conllevan a
atractores no caoticos o a atractores propiamente cadticos respectivamente.
Para ello, se aborda la problemética a través de las siguientes secciones: En la
primera, se discurre sobre la cuestion de los sistemas deterministas como
condicionamientos invariantes y los sistemas indeterministas como base de
una ejemplificacion relativa a.

La segunda seccion trata brevemente sobre algunas cualidades de los
sistemas dinamicos complejos desde aquellos que tienden a la estabilidad
hasta aquellos que son cadticos, sin embargo, es menester mencionar que la
idea de caos aqui tratada no corresponde con la idea que tenian de ella los
griegos [como caos entendian la falta de todo orden], sino de una nocion de
determinismo caodtico. Es decir, se diserta sobre los principales tipos de
atractores, estableciendo una recuento del tipo de soluciones de los sistemas
dinamicos no-lineales. En la tercera y ultima seccion, se dilucida acerca del
nacimiento del caos, por medio del establecer la diferencia entre sistemas
estables e inestables, aludiendo a resultados de las investigaciones de

Lyapunov.

II. De los procesos deterministas a los indeterministas.

La aprehension sobre las pautas de evolucion de los fenomenos humanos, esta
restringida por las propias condiciones de vida que experimentan los sujetos.
Esto conduce necesariamente a que dicho proceso dinamico presente dos



controvertidas soluciones o que los fendbmenos operen bajo un esquema
determinista es decir, son relojes perfectos 0 un esquema indeterminista en
grado tal que funcionan como nubes (Popper en Miller, 1997).

En este sentido, se requiere esclarecer que la plausibilidad de estudiar
fendbmenos sociales bajo esta metodologia implica que su comportamiento no
es del todo determinista ni del todo indeterminista en materia del presente. En
realidad el indeterminismo surge cuando de los fendbmenos sociales presentes
y pasados se busca extraer conclusiones futuras.

Esto tiene como correlato que los sistemas sociales puedan ser sélo
estudiados tendencialmente con un cierto grado de incerteza o con baja
certeza. Puesto que socialmente nada esti escrito de ahora y para siempre.
Debido a que estos no son sistemas del todo deterministas, pero tampoco del
todo indetermistas, es decir, no puede establecerse un argumento claro a favor
de que al observar cierto fendbmeno humano, por medio de la intuicion o la
investigacion cientifica, pueda preverse su resultado en un futuro determinado.

Esto se debe principalmente a que los seres humanos son entidades
racional emotivas con valoraciones axiolégicas, empatia y vinculadas, en su
gran mayoria, a un contexto cultural de alguna u otra forma. Claro es que la
perspectiva cientifica genera panoramas tendenciales de lo que probablemente
ocurrird [con 0 a 1 de probabilidad], sin embargo, muchas de las veces se
desconoce con precision los resultados.

Ello puede visualizarse en el hecho que las estimaciones cientificas
tienen un margen de error que esta guiado por un intervalo con limite inferior y
superior, que marca el proceso tendencialmente probabilistico y sujeto a la
incertidumbre en la que viven los seres humanos.

Lo anterior conlleva a dos cuestiones principales que son dificiles pero
no imposibles de existir: uno que se tenga certeza absoluta sobre un fenébmeno
y dos, que exista una incertidumbre absoluta, la cual, empero ocurre cada vez
gue se adentra a un nuevo campo en el que por lo regular estan suscritas las
protociencias.

El desconocimiento total es complejo de identificar porque ni siquiera se
piensa que exista hasta que se comienzan las primeras indagaciones intuitivas.

De ahi, que hablemos de un caos determinista de los mas o menos verdadero,



cuyo sentido esta mas emparentado con la no-falso de Popper, que con la
verdad absoluta.

En este sentido, se argumenta acerca de las tendencias evolutivas
sociales sub-determinadas, que tan soOlo permite hablar de una certeza
asintotica. Donde, el modelo de referencia puede ser modificado en la
obtencién de sus resultados en tiempo y espacio ante pequefias modificaciones
de los valores de las variables: un modelo sensible a las condiciones iniciales.

Es probable que se consideré como factible un indeterminismo que
devenga en un determinismo en funcion de la existencia de variables ocultas, y
que en nuestro caso pudiésemos identificar como la ubicacién de un patrén de
una o mas variables sociales independientes, esto es posible cada vez que no
existe un solo ser humano que conozca todas las cosas y las relaciones entre
todas las cosas.

Sin embargo, la inclinacién es por sistemas caoéticos-deterministas con
tendencias al indeterminismo. En otras palabras, que el grado de nuestra
ignorancia sea tal que no sea posible conocer todos los pardmetros que estan
en juego para la determinacion tanto de las proyecciones como de las
reproyecciones y que pudiesen estar acompafiando a la entropia de los
sistemas sociales.

Esto no es otra cosa que considerar la probabilidad de identificar nuevas
variables en un futuro, que dado nuestro nivel de conocimiento y herramental
para dicho conocimiento de los fendmenos sociales en este momento sea

limitado.

1.1 Determinismo. ®

En el caso del determinismo conviene distinguir entre determinismo fisico y
determinismo metafisico, en el primer caso decimos que un sistema fisico es
determinista si su estado en un momento dado determina univocamente su
estado en cualquier otro momento de su existencia. Si la evolucion del sistema
esta regida por ecuaciones diferenciales, las propiedades matematicas tipicas
de estas: existencia y unicidad de las soluciones, aseguran el determinismo del

sistema. La representacion de un proceso natural mediante un modelo

® Toda esta seccién se hizo con base en: Sametband (1999).



determinista permite predecir su desarrollo y brinda una comprension
satisfactoria de la necesidad de este.

Por otra parte, el determinismo metafisico puede caracterizarse
simplemente como la extrapolacion de aquel a todo acontecer. Esta
extrapolacion tendria sentido si poseyésemos un modelo matematico adecuado
del devenir universal en todos sus detalles, aunque no fuéramos capaces de
registrar todas las cantidades que fijan cada uno de sus estados, ni de resolver
las ecuaciones con arreglo a las cuales estos se suceden. Sin embargo, no
contamos con tal modelo, y si alguien lo propusiera, no seria facil corroborarlo.
Esto conduce a que el determinismo metafisico no deje de ser sélo un suefio
de la raz6n: una utopia, cuya falta de base y aun de contenido queda en
evidencia al compararlo con los determinismos fisicos.

Ahora, no hay que perder de vista dos limitaciones sobre las condiciones
de los sistemas deterministas:

1) La prediccion de estados futuros y la retrodiccién de estados pasados de un
sistema determinista tiene como correlato el conocimiento de su estado actual,
es decir, estas se basan en la condicién presente del estado del sistema. Como
es imposible conocerlo con perfecta precision, la prediccion o retrodiccién tiene
que ser imprecisa, y su inexactitud aumenta con el lapso del tiempo entre el
momento actual y el estado predicho o retrodicho. En tal caso, la evolucion del
sistema, aungue estrictamente determinista, es caltica, como en el caso de
muchos sistemas sociales.

2) La evolucion determinista del sistema, con base en las ecuaciones
diferenciales del modelo con el que se lo representa, esta asegurada en la
medida en que el sistema determinista sea un sistema cerrado, es decir, ajeno
a la influencia de los factores externos, que no se hayan tenido en cuenta en la
especificacion del estado inicial. Sin embargo, en el mundo social no hay
sistemas perfectamente cerrados y se opta por esta opcién con la finalidad de

reducir el grado de complejidad del modelo que se propone.

II. 2 Indeterminismo.
El considerar la postura que enuncia que todo esta determinado siendo el Unico
problema determinar su causa, corresponde con un mecanismo que no deja pie

a la incertidumbre de la vida social y por ende, al indeterminismo de las



conductas probabilisticas que ejecutan los individuos en su transitar por el
mundo de la vida. Esto necesariamente implica que los individuos pudiesen
conocer con exactitud su entorno y las relaciones entre los mismos. Lo cual,
empiricamente se demuestra como dificil de cumplir, puesto que, en otras
palabras, significa que los individuos se conocen y conocen el universo
circundante, y que, con ello, pueden extrapolar esta practica fuera de nuestro
vecindario césmico.

Lo anterior, por supuesto, se le ha considerado como un mecanismo de
explicacion “viable” para los fenbmenos sociales. Donde, confiriendo a este
como un sistema mecanicista es posible identificar con gran exactitud cual es la
causa de los fendbmenos sociales. Sin embargo, esta manera de ver y buscar
explicar los fendbmenos sociales, es de origen dudoso, puesto que se basa en
un mecanismo de control del tipo newtoniano.

Debido a que en un sin fin de fendmenos sociales aun se esta lejos de
conseguir una explicacion certera de qué es lo que les determina o en su caso,
qué les lleva a que ante someras modificaciones en sus condiciones iniciales
se obtengan resultados tan diversos; como en los sistemas cadticos.

Lo anterior, el determinismo, claro es que demerita la existencia de
condiciones aleatorias determinando el funcionar de los fenébmenos sociales a
categorias estables, es decir, el uso de la probabilidad tanto objetiva como
subjetiva queda relegada a los designios teleologicos de los sistemas. Esto
tiene sus origenes en la aprobacién por parte de los cientificos sociales de la
teoria de Newton y su argumentacion a favor de un mundo determinista.
Asimismo, se sujeta a las propuestas racionalistas de corte mecanicista, que lo
anico que estipulan es un comportamiento causa-efecto del individuo; como es
el caso de las propuestas elaboradas por Descartes o los argumentos de La
Mettrie de que el hombre es una maquina®.

En este tipo de inferencias no existe espacio para las alternativas
probabilisticas, empero, uno de los principales disidentes del determinismo fue
Charles Sanders Peirce, quien “demostrd que esta teoria, por muy veridica que
fuera, no nos proporciona una razon valida para creer que las nubes son

relojes perfectos (...) rechazé la creencia en que este reloj, o cualquier otro,

*Para el caso véase (Popper en Miller, 1997: 276).



fuera perfecto, o que siquiera se acercara un poco a esa absoluta perfeccion
que el determinismo fisico le atribuia.” (Popper en Miller, 1997: 266).

La indeterminacion esta presente como un juego azaroso, donde el
resultado final no esta completamente determinado y existe una gran
diversidad de opciones o senderos por seguir. En contrapartida, el individuo,
visto como una cosa social, podria estar predeterminado en grado tal que
pudiese ser cuestionada su legitima libertad dentro del universo. Puesto que se
deja paso al destino y no al libre albedrio. En este sentido, los fenbmenos
sociales se componen de individuos que no siguen un destino paupérrimo o
abundante prefijado, sino que actian bajo libre albedrio, aun cuando en las
dotaciones de recursos iniciales sean menos afortunados unos que otros.

Ello refleja, sin lugar a duda que un individuo predeterminado sélo
cumpliria con un patron de pautas para las que fue programado, y que no
podria ejecutar una accion fuera de los confines de lo establecido. Condicion
que si fuese cierta, entonces, conducird a la determinacion de causas
cognoscibles y medibles que enmarcan los comportamientos. Con ello, el
sistema social pudiese ser determinado en su totalidad, en este sentido, la
evolucion de los fenbmenos sociales pudiesen ser determinados con exactitud
y no con un cierto grado de probabilidad.

Puesto que la realidad nos sugiere que en el mundo social es posible
establecer probabilisticamente algunas causas y dejar de lado el estudio de
otras. Porque de contar con un individuo que tuviese el conocimiento total
sobre las cosas y la relacion causal entre estas, entonces este individuo podria
resolver, necesariamente, cualesquier dificultad en el mundo. Lo cual no ha
sido posible hasta ahora, dado que la evidencia es contundente al respecto: los
principales problemas emanados de los fendmenos sociales no se han
resuelto: la miseria, la insalubridad y el deterioro medioambiental del planeta.

El indeterminismo social, es s6lo una explicaciéon de la evolucion de las
interacciones entre los individuos de una colectividad. Esto implica que cada
acontecimiento social observable y, presumiblemente, medible tiene una causa
social observable y probablemente mensurable, que es compatible con el
indeterminismo en el sentido de que ninguna métrica puede ser infinitamente

precisa.



Ello, refleja la clara oposicion respecto de la idea, de que el mundo
social es un automata y que los individuos son subautématas predeterminados
para el cumplimiento de los esquemas deterministas. Por ello, la predictibilidad
esta sujeta a margenes de movilidad en la medicion que conducen al reajuste
de los modelos empleados para tal fin.

Puesto que todo modelo aun cuando tenga un origen meramente teorico,
depende de la estructura del mundo empirico para su falsacién, resaltando con
ello, que toda orientacibn de este tipo no considera que exista una
predictibilidad certera en el mundo de las acciones de los individuos. Lo que
existe es una suerte de tendencia de conocimientos de las probables acciones
de los individuos. Debido a que bien “sabemos que nuestras nubes no son
efecto del azar perfecto” (Popper en Miller, 1997: 280).

Esto revela que tampoco el indeterminismo puro ofrece algo, puesto que
se requiere establecer nociones que contengan un cierto grado de probabilidad
de ocurrir; tanto para nuestras predicciones como para las retrodicciones. Esto
es, se requiere de soportar un determinismo incompleto o con cierto grado de
indeterminismo para las proyecciones que se ejecutaran para la identificacion y
conocimiento incompleto de los fendmenos sociales, en consecuencia el
panorama es la alta sensibilidad de las condiciones iniciales a la transformacién

de los resultados bajo un esquema de sistemas dinamicos complejos.

[ll. Sistemas dindAmicos complejos

La estructura de un modelo general no lineal, del cual se puedan extraer
deducciones practicas para su uso en esquemas empiricos requiere de una
escala de planteamientos a seguir: En primer lugar, se requiere que para el
manejo de los sistemas no-lineales se establezcan los procesos de gestacion
del mismo, los cuales corresponden con la identificacion y resolucion de un
sistema de ecuaciones diferenciales a través de un método pertinente para ello,
gue den cuenta del fendmeno en particular. Esto implica una revision de los
métodos de resolucion de las ecuaciones diferenciales®. Condicién que permite

el analisis del sistema ante el cual se esta, puesto que el sistema no lineal de

® Al respecto véanse: (Fernandez, 1999), (Zill, 1988) y (Spiegel, 1983).



referencia pudiese ser un sistema cadtico o simplemente dinamico pero no
caotico.

En suma, el estudiar los fendmenos sociales con base en la distribucion
de sus atributos para individuos en general o referidos a un espacio o territorio
en particular, provee la posibilidad de argumentar si estos tienden a
estabilizarse o a hacerse cadticos. Lo cual, indicara si el sistema en un futuro
se transforma mejorando, manteniendo constante o empeorando la situacion
de los residentes. Asi mismo, se establece la posibilidad de generar un
prondstico probabilistico de la situacion de los fenbmenos.

Determinar el grado de caosticidad de un sistema permite conocer la
plausibilidad de determinar si dentro de la heterogeneidad o de la
homogeneidad de las condiciones de vida de los individuos existen ciertos
patrones particulares, lo cual, implica una identificacion de pautas
socioecondmico-politico-espaciales.

Para ello, se requiere apuntar sobre los distintos patrones de atraccion o
repulsion de los parametros o variables a considerar para los fendmenos
sociales. Que permitan visualizar las dimensiones de la incerteza o de certeza

asintética segun sea el caso.

[11.1 Atractores.
La formacion de un atractor corresponde con el hecho de que los objetos

identificados se agrupen en un espacio determinado con una presente

dispersion. Asi, dado V un subconjunto de R" y F: V—-R", donde n=1, 2 6 3.

También dado A un subconjunto de V. Entonces A es un atractor de F sujeto a
las siguientes condiciones:
1) A es un cerrado e invariante® subconjunto de V

2) Existe una vecindad U de A tal que cada vez que v esta en U entonces
F®(v)—A (en el sentido de que para cada €>0, hay un entero positivo N tal que

si k=N, alli existe un wy en A tal que ||[F®(v)-w|| <€).Los atractores, como su

nombre lo indica, son una representacion de las condiciones tendenciales y de

variacion, sin salir de un rango de evolucion y que se gesta como resultado del

® La invarianza significa que las iteraciones de cualquier punto en A estan también en A.



patrén que tienen los parametros de determinadas ecuaciones que les permiten
Su existencia.

Estos pueden ser atractores no caoticos y atractores cadticos, estos
altimos también son conocidos como atractores extrafios. Dentro de los
atractores no caoticos se encuentran aquellos cuya tendencia coincide con un
punto fijo o una zona fija de atraccion sin variacion en su esquema tendencial o
de evolucidon estadistica. La cual, se determina con un alto grado de
probabilidad, en grado tal que experimentan trayectorias deterministas, siendo
sencillo el prondstico de estas. Esto implica que este tipo de atractores, debido
a su estructura, sea predecible su evolucion con un alto grado de certeza que si
bien pudiese no ser una certeza absoluta permite la identificacion clara de las
trayectorias de evolucion, a estos también se les conoce como atractores
simples.

En este sentido, los atractores simples (véanse esquema 1y 2) son una
forma particular de determinacion de los comportamientos dinamicos de las
estructuras espacio-temporales, que bajo ciertas caracteristicas, como los
atractores de punto fijo, pudiesen corresponder con factores relacionados con
las condiciones de vida y crecimiento de las ciudades.

Este esquema de atractores simples puede ser aplicado a los
fenbmenos espaciales y no dista de que ante pequefias variaciones en las
condiciones iniciales de los individuos o de fendmenos sociales colectivos, se
registre un aumento o disminucion desmesurada de individuos que eligen
satisfacer una determinada necesidad o algun interés en particular.

Asi, queda establecido que el tipo de atractor simple puede dividirse en
dos “1) el punto atractor, que corresponde a un estado estacionario del
sistema, nada ocurre al transcurrir el tiempo; 2) el atractor de ciclo limite, que
indica un comportamiento periodico, lo que implica, ademas, que, si bien el
sistema es disipativo y, por lo tanto, va perdiendo su energia, ésta se va
reponiendo por la entrega de energia de alguna fuente exterior.” (Sametband,
1999: 60). Estas dos clases de atractor son de estructura simple y pueden ser
representados a través de curvas cerradas como se muestra en los esquemas
ly?2.

Esquema 1. Atractor de punto fijo
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Fuente: (Romanelli, 2006: figura 1)

Esquema 2: Atractor de ciclo limite
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Fuente: (Romanelli, 2006: figura 2)

Lo anterior es interesante cada vez que pudiesen ser establecidas
ecuaciones que representen estos sistemas con un grado de complejidad
relativamente bajo. Sin embargo, la mayor parte de los fenOmenos sociales
vinculados al territorio o las incidencias del individuo en el espacio no
corresponden con estas condiciones. Pues cabe destacar que si se pretende
transitar de una situacién cadtica a una ordenada o con cierto tipo de orden, el
camino es el establecimiento de una transformacion de la situacion original a
una posterior contemplando la existencia de entropia, es decir, la

transformacién de un sistema a otro no es univoca.



Una gran parte de los fenomenos sociales operan bajo patrones de
mayor grado de complejidad, lo cual, implica que su dinamica requiere de
sistemas que tiene que ver mas con los atractores de tipo extrafio (véanse
esquemas 3y 4)

Los atractores extrafios 0 meramente caoticos, corresponden con los
sistemas que tienden a ser altamente irregulares, cabe destacar que el nombre
de “atractor extrafo le fue dado por D. Ruelle y F. Tankes” (Cambel, 1999: 70),
dentro de los atractores extrafios o atractores caoticos representativos de este
tipo de soluciones matematicas se tiene el clasico atractor de Lorenz (véase

esquema 4).

Esquema 3: Atractor extrafio de los tipos Duffing y Réssler

Dufing Rnes af

Fuente: (Romanelli, 2006: figura 4)

Esquema 4: Atractor extrafio del tipo Lorenz

Fuente: (Romanelli, 2006: figura 6)

Estos atractores por las condiciones de su estructura presentan una

opcion de mayor vialidad para la identificacion de evolucion de los fenbmenos



sociales espaciales, pues contemplan la no existencia de un periodo preciso de
transcurso de las trayectorias. Con ello en mente, se presenta el nacimiento del

caos a traves de sus requerimientos para un sistema inestable.

IV. El nacimiento del Caos.

La idea sobre la existencia del caos data desde hace varios miles de afios a.C.
y bien puede situérsele como significativo para la formacion del universo en la
época de los griegos, quienes sostenian que el caos correspondia con la
ausencia de todo orden. En la teoria matematica del caos esto no opera del
todo de esta manera, puesto que se considera un tipo de caos en donde si es
posible la identificacion de comportamientos regulares aunque no igualmente
repetitivos de la informacién analizada. En muchos de los casos este caos se le
conoce como determinista y hasta determinista asintético, que no es del todo
indeterminista ni del todo determinista, es decir, es posible establecer
condiciones de mensurabilidad en los sistemas cadticos y nos guian en nuestro
esquema de certeza asintética o de mas o menos verdadero. Para ello es
necesario observar las circunstancias de la estabilidad o inestabilidad de estos

sistemas.

IV.1 Estabilidad, inestabilidad y el exponente de Lyapunov.
IV.1.1 El teorema de estabilidad de Lyapunov.
Con la teoria de la estabilidad se busca identificar sistemas que en principio
son estables pero que con el paso del tiempo se vuelven inestables o cadticos
0 sistemas que desde un inicio dan muestras de un comportamiento caotico.
Esto permite el estudio e identificacion de sistemas estables e inestables, asi
mismo, abre las puertas a la enunciacion posterior del control de sistemas
cadticos. En sistemas dinamicos existen distintos tipos de problemas de
estabilidad. Sin embargo, sélo atenderemos a los dilemas de estabilidad de los
puntos de equilibrio.

La estabilidad de puntos de equilibrio generalmente se caracteriza en el

sentido de Lyapunov’. Donde, un punto de equilibrio se dice estable si todas

" Aleksandr Lyapunov (1857-1918), matematico e ingeniero ruso que establecio las bases de la

teoria que hoy lleva su nombre.



las soluciones que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio
permanecen en las cercanias del punto de equilibrio; de otro modo el punto de
equilibrio es inestable. Asi, un punto de equilibrio se dice asintéticamente
estable si todas las soluciones que se inicien en las cercanias del punto de
equilibrio no sélo permanecen en las cercanias del punto de equilibrio, sino que
ademas tienden hacia el equilibrio a medida que el tiempo se aproxima a
infinito. Cabe destacar que los teoremas de estabilidad de Lyapunov ofrecen
condiciones suficientes para la estabilidad de puntos de equilibrio (PE).

IV.1.2 Teorema de estabilidad de Lyapunov

Consideremos el sistema estacionario

Donde f: D— R" es un mapa local desde un dominio D C R" en R".

Supongamos que xX'€ D es un PE de (1), es decir f (xX”) = 0. Vamos a
caracterizar y estudiar la estabilidad de x”". Por conveniencia, vamos a asumir
que X~ = 0 (esto no nos hace perder generalidad porque, si no es asi,
definimos y = x-x" y trabajamos con la ecuacion y” = g(y), donde g(y) & f (y +

X""), que tiene un equilibrio en el origen).

Definicién 1. ElI PE x = 0 de (1) es estable, si para cada € > 0 existe d = 0 (€) tal

que [[x(0)|| <& —||x(t)|| <€, paratodo t= 0
a) inestable si no es estable.

b) asintéticamente estable (AE) si es estable y & puede elegirse tal que:

IXO)l <6 — [jm x® =0

t—o0

Esta definicion tiene como condicion implicita la existencia de la solucion para

todo t> 0. Esta propiedad de existencia global (en el tiempo) de la solucién no

estd garantizada, puesto que se requieren condiciones adicionales en el
teorema de Lyapunov que van a garantizar la existencia global (en el tiempo)
de la solucion.

Ahora, es posible determinar la estabilidad en el PE a través de

funciones, para ello, se considera que V: D — R una funcién continuamente



diferenciable en un dominio D C R" que contiene el origen. La derivada de V a

lo largo de las trayectorias de (1) esta dada por:

X, OX, ""’8Xn) ox

"oV 2oV oV oV oV
V*(X):foi = Zg fi(x) o
i=1 i=1 i

OX;

Donde, la enunciacién de V, permite establecer el primer teorema:
Teorema 1 (Lyapunov). Sea el origen x = 0 un PE de (1) y sea D CR" un
dominio que contiene el origen. Sea V: D —R una funcién continuamente

diferenciable tal que
V(0)=0yV(X)>0enD- {0} .cc.oeeeennnn... (3)

VX)) <0enD..iiiiiiiie e (4)
Entonces x=0 es estable. Mas aun, si

V()<0en D-{0}...cooiiiiiiiiiiiieiieee (5)

Entonces x=0 es AE

Demostracion.

Dado €>0, elijamos r €(0,€] tal que

B,={x € R" ||x]|<r}cD

Sea o = minjx||=V(x). Entonces o>0 por (2). Tomemos B<(0, &) y sea
Qp ={xe Br | V(x) <B}

Entonces Qg esta en el interior de B, (véase el esquema 5). El conjunto Qg

tiene la propiedad

Esquema 5: representacion de los conjuntos de la demostracién.



g

Br

Fuente: Elaboracion propia con base en (Seron, 2000 citado en Caloca, 2010).

De que toda trayectoria que comienza en Qp en t=0 permanece en Qg para
todo t >0. Esto sigue de (4) ya que

V(x(t))<0 — V(x(t)) < V(x(0)) < B, para todo t>0

Como Qp es un conjunto compacto (cerrado por definicion y acotado porque
esta contenido en By), se concluye que el (1) tiene una solucién Unica definida
para todo t>=0 cuando x(0) € Qg. Como V es continua y V(0)=0, existe >0 tal
que

[Ix[1<d— V(x) <B

Entonces

Bs C Qp C By

Y

x(0) € Bs — x(0) € Qp — x(t) € Qp — x(t) € By, para todo t>=0

Por lo tanto

[1x(0)]|<® — ||x(t)||<r<e, paratodo t=0

Lo que muestra que el PE en x=0 es estable.



Supongamos ahora que (5) también vale. Para mostrar EA debemos probar
que x(t)—0 cuando t—o. Como V es continua y V(0)=0, es suficiente mostrar
que V(x(t))—0 cuando t—o. Como V (x(t)) es monotdnicamente decreciente y
acotada inferiormente por cero,

V(x(t)) — ¢=0 cuando t— o

Mostramos que c=0 por contradiccion. Supongamos que ¢>0. Por continuidad
de V(x), existe d>0 tal que By C Q.. El limite V(x(t)) — ¢ >0 implica que la
trayectoria X(t) permanece fuera de la bola By para todo t>0. Sea -Y =
maxq<||xl|<V(X), el cual existe porque la funcion continua V(x) alcanza un
maximo sobre el conjunto compacto {d<||x||<r}. Sabemos que —y<0 por (5).

Integrando V(x) tenemos que

V()= VXO)+ | V(X(T) dT < V(X(0)- vt

0

Como el lado derecho se va a hacer negativo después de un cierto tiempo, la

desigualdad contradice la suposicion de que ¢>0. ged

En este sentido, una funcion continuamente diferenciable que satisface
(3) y (4) se denomina funcion de Lyapunov. La superficie V(x)= ¢ se denomina
superficie de Lyapunov o superficie de nivel. Usando superficies de Lyapunov,

(véase el esquema 6: que da una interpretacion intuitiva del teorema 1). La

condicion V<0 implica que cuando la trayectoria cruza la superficie de
Lyapunov V(x)= ¢ se introduce en el conjunto Qc = {x € R"| V(x)<c}y nunca

puede salir de él. Cuando V<0, la trayectoria se mueve de una superficie de

Lyapunov a otra superficie de Lyapunov interior con un ¢ menor. A medida que

c decrece, la superficie de Lyapunov V(X) = ¢ se achica hasta transformarse en

el origen, mostrando que la trayectoria tiende al origen cuando t— . Si solo

sabemos que V<0, no podemos asegurar que la trayectoria tienda al origen,

pero podemos concluir:



Esquema 6: curvas de nivel de una funcion de Lyapunov

c3

Fuente: Elaboracion propia con base en (Seron, 2000)

Que el origen es estable porque la trayectoria puede ser encerrada en

cualquier bola Be so6lo con requerir que el estado inicial x(0) pertenezca a una
superficie de Lyapunov contenida en dicha bola.

Una funcién V(x) que satisface (3) se dice definida positiva. Si satisface
la condicion mas débil V(x) >0 para x+0, se dice semidefinida positiva. Una

funcion se dice definida negativa o semidefinida negativa si —V(x) es definida
positiva o semidefinida positiva, respectivamente. Si V(X) no tiene signo
definido con respecto a alguno de estos cuatro casos se dice indefinida. El
teorema de Lyapunov se puede enunciar, usando esta nueva terminologia

como: el origen es estable si existe una funcion definida positiva y

continuamente diferenciable tal que V(x) es semidefinida negativa, y es AE si

V(x) es definida negativa.

IV.1.3 Cuestiones sobre la region de atraccion: Estabilidad asintotica global
(EAG).
Sea ¢ (t; x) la solucién de (1) que comienza en t=0 y supongamos que el origen

x=0 es un PE y AE. Definimos como region (dominio) de atraccion (RA) del PE



al conjunto de todos los puntos x tal que limi-« ¢ (t; X)=0. Es en general dificil

o imposible encontrar analiticamente la RA. Sin embargo, se pueden usar
funciones de Lyapunov para estimarla en conjuntos contenidos en la RA. Por la
prueba del teorema 1 sabemos que existe una funcién de Lyapunov que

satisface las condiciones de estabilidad asintética en un dominio D, y si

Q.={xeR"|V(x)<c} esta acotado y contenido en D, entonces toda trayectoria
que comienza en Q. permanece en (). y tiende al origen cuando t— . Por lo

tanto Q). es una estima de la RA. Esta estima puede ser conservadora, es decir,

puede ser mucho mas chica que la RA real.

Queremos saber bajo que condiciones la RA es todo el espacio R". Esto
sera asi si podemos probar que para todo estado inicial x, la trayectoria ¢ (t; x)

tiende al origen cuando t— oo, sin importar cuan grande es ||x||. Si un PE AE

tiene esta propiedad se dice que es globalmente AE (EAG). Recordando otra

vez la prueba del teorema 1 vemos que se puede probar EAG si se puede

asegurar que cada punto x € R" puede incluirse en el interior de un conjunto
acotado Q.. Esto no siempre va a ser posible porque para valores grandes de ¢

el conjunto Q. puede no ser acotado.

Para ello, veamos el siguiente teorema.

Teorema 2 (Barbashin-Krasovskii).

Sea x=0 un PE de (1). Sea V: R" — R una funcién continuamente diferenciable

tal que

V(0)=0y V(x)>0 paratodo x#0.................. 6
[IX|] =00 = V(X)=00. i, 7
V(x)<0 paratodo X#0..........cevevveennennnnn.n. 8

Entonces x=0 es GAE

Demostracion.

Dado cualquier punto p € R", sea c¢= V(p). La condicion 7 implica que para

cualquier ¢ >0, existe r>0 tal que V(x)>c cuando ||x||>r. Por lo tanto Q. C B;,



lo que implica que Q. es acotado. El resto de la prueba es similar al teorema 1.

ged.

IV. 1. 5 Inestabilidad.

Vamos a ver un teorema que prueba que un PE es inestable. Sea V: D—R una
funcion continuamente diferenciable en un dominio D C R" que contiene al
origen x=0. Supongamos que V(0)= 0 y que hay un punto Xo arbitrariamente
cercano al origen tal que V(Xo)>0. Elijamos r >0 tal que la bola B; = {xeR"|
||x||<r} esté contenida en D, y sea

U={XEB: | V(X)>0} .o 9

El conjunto U es no vacio. Su frontera esta dada por la superficie V(x)=0 y la

esfera ||x|| = r. Como V(0)= 0, el origen esta sobre la frontera de U en el

interior de B,.

Teorema 3: (Chetaev).

Sea x=0 un PE de (1). Sea V: D — R una funcién continuamente diferenciable
tal que V(0)=0 y V(xo) >0 para algin xo con ||xo|| arbitrariamente pequefa.

Definamos el conjunto U como en (9) y supongamos que V(x) >0 en U.

Entonces x=0 es inestable

Demostracion.

El punto xo esta en el interior de U y V(Xxo) = a >0. La trayectoria x(t) que

comienza en x(0) = Xo debe dejar el conjunto U. Para probar esto, notemos que
mientras x(t) permanezca en U, V(x(t)) > a porque V(x) > 0 en U. Sea

y =min{V(x) | xeU y V(x)> a}

que existe porque la funcion continua V(x) tiene un minimo en el conjunto

compacto {xeU y V(x)> a}={xeB, | V(x)= a}. Entonces y>0y

V(X(t) = V(xo) + j V(x(s))ds > a + yt

0



Esta desigualdad muestra que x(t) no se puede quedar indefinidamente en U

porque V(x) esta acotada en U. Ahora, x(t) no puede dejar U a través de la

superficie V(x)=0 porque V(x(t)) = a. Por lo tanto debe dejar U a través de la

esfera ||x||=r. Como esto pasa para ||xo|| arbitrariamente pequefia, el origen

es inestable. ged

Por otra parte, es posible observar que las condiciones espaciales
cadticas permiten configurar la existencia de atractores simples y/o extrafios a
lo largo del territorio, esto ocurre cada vez que exista una segregacion socio
espacial. Lo cual, puede ser constatado a través de la evaluacion de la
caosticidad del sistema en estudio.

Asi, la evaluacion del tipo de atractor para las condiciones de vida de la
poblacién que son estudiadas en un sistema social que tiene que ver con el
territorio, puede establecerse a través de la determinacién de si este es un
sistema estable o inestable, es decir, si es no caltico o caético
respectivamente.

La indagaciéon de esto corresponde con la evaluacion de la funcion que
determina tal sistema por medio del llamado exponente de Lyapunov. El cual
opera bajo un esquema bivalente, de tal suerte que si el exponente resulta ser
positivo; la situacion que experimenta el sistema es cadtica y por el contrario, si
este es negativo; el sistema esta representado por un atractor simple: de ciclo
limite o de punto fijo. La estimacion del exponente de Lyapunov corresponde

con:
1 N-1

A=lim ., =" log|f (%)
N =

Donde las multiples iteraciones del sistema determinan si este tiene un
comportamiento simple o extrafio. Aqui tan solo lo sefialamos en otro trabajo se
expondra las implicaciones para un sistema territorial de corte socio-politico-

econdmico.

V. Conclusiones.
Las reflexiones finales corresponden con el hecho de que si bien en la
busqueda de una verdad, como correspondencia con los hechos, solo es

posible encontrar una categoria de mas o menos verdadera, esto implica que la



verdad con V para los fendmenos sociales sea Unicamente una verdad con v.
Debido al plausible transito de caos aparentemente indeterminado a un sistema
de caos determinista o en su caso hasta un sistema del todo estable, es decir,
bajo un marco no cadtico, ello bajo un esquema diacrénico que implica la
presencia de un cierto grado de entropia.

Estas condicionantes conducen a argumentar que el conocimiento de las
cosas Y la relacion entre ellas con una certeza inamovible en los fendmenos
sociales, es solo el suefio de los deterministas mecanicistas. La vida de los
individuos no necesariamente es automatica, puesto que los seres humanos
tienen intenciones no absolutas y deambulan bajo la pertinencia del libre
albedrio.

El libre albedrio y la inestabilidad de los sistemas, implica el nacimiento
de la creatividad de los seres humanos y la inconsistencia de la intencionalidad
pura. Porque no todas las acciones que ejecutan los individuos estan plagadas
por una intencionalidad rampante, muchas de ellas sélo son procesos que se
rigen por las incontrolables pasiones: la certeza asintética y sus variables

ocultas.
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